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二阶非对称实矩阵合同的充要条件

周江涛，　孙胜先
（合肥工业大学 数学学院，合肥 ２３０００９）

　　［摘　要］给出了二阶非对称实矩阵合同判定的充要条件．举例说明此方法简单，实用．
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１　引　　言

由于非实对称矩阵合同的判定非常复杂，关于非实对称矩阵合同的判定方面的研究较少．
最近文［１］仅在Ａｓ，Ｂｓ为正定的前提下，给出了判别两非实对称阵Ａ，Ｂ合同的一个充分条件，从文

［１］例中可看出，即使是二阶非对称实矩阵，用文［１］的方法判定起来也是相当的麻烦．本文在Ａ，Ｂ为二
阶非对称实矩阵的情况下，给出了Ａ，Ｂ合同的一个充要条件，此方法简洁明了．
为便于读者了解本文内容，本文中的记号同文［１］．
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Ａｓ为Ａ 的对称部分，Ａω 为Ａ 的反对称部分，并用记号ＡＢ表示Ａ 与Ｂ合同，｜Ａ｜表示Ａ的行列式．

２　主要定理及证明

引理１　若ＡＢ，则ＡｓＢｓ，ＡωＢω．
证　Ａ＝Ａｓ＋Ａω，Ｂ＝Ｂｓ＋Ｂω，若有ＰＴＡＰ＝Ｂ，则

ＰＴＡｓＰ－Ｂｓ＝Ｂω－ＰＴＡωＰ，
等式的左边为对称而右边为反对称，从而有ＰＴＡｓＰ＝Ｂｓ，ＰＴＡωＰ＝Ｂω．此引理为Ａ，Ｂ合同的必要而非充
分条件．

引理２　Ｐ为二阶实矩阵，Ａ＝
０ ａ
－ａ［ ］０ ，ａ为正实数，则有
ＰＴＡＰ＝

Ａ， ｜Ｐ｜＝１，

－Ａ， ｜Ｐ｜＝－１｛ ．

证　 设Ｐ＝
ｘ１ ｘ２
ｘ３ ｘ［ ］

４

，ｘｉ为实数 ｉ＝１，２，３，（ ）４ ，则

ＰＴＡＰ＝
０ ａ｜Ｐ｜

－ａ｜Ｐ｜［ ］０
＝

Ａ， ｜Ｐ｜＝１，

－Ａ， ｜Ｐ｜＝－１｛ ．



引理３［２］　若Ａ，Ｂ为ｎ阶实对称阵，则Ａ，Ｂ合同的充要条件为Ａ，Ｂ有相同的正负惯性指数，即相
同的正负特征值个数．
引理４［２］　若Ａ为ｎ阶实对称阵，则有正交阵Ｐ满足

ＰＴＡＰ＝Λ，　Λ＝

λ１
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
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熿
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燄

燅ｎ

，

其中λｉ为Ａ 的特征值．

定理１　设矩阵Ａ＝
λ１ ａ
－ａ λ［ ］

２

，Ｂ＝
λ３ ｂ
－ｂ λ［ ］

４

，ａ，ｂ为正实数，则Ａ，Ｂ合同的充要条件为Ａｓ合同

于Ｂｓ且ｂ２λ１λ２＝ａ２λ３λ４．

证　先证必要性．Ａ，Ｂ合同的充要条件为存在可逆阵Ｐ，满足ＰＴＡＰ＝Ｂ，设Ｐ＝
ｘ１ ｘ２
ｘ３ ｘ［ ］

４

，则得Ａ，

Ｂ合同的充要条件为方程组

λ１ｘ２１＋λ２ｘ２３＝λ３，

λ１ｘ１ｘ２＋λ２ｘ３ｘ４＝０，

λ１ｘ２２＋λ２ｘ２４＝λ４，

ａ（ｘ１ｘ４－ｘ２ｘ３）＝ｂ

烅

烄

烆 ．
有解，由此得

λ３λ４ ＝（λ１ｘ２１＋λ２ｘ２３）（λ１ｘ２２＋λ２ｘ２４）

＝（λ１ｘ１ｘ２＋λ２ｘ３ｘ４）２＋λ１λ２（ｘ１ｘ４－ｘ２ｘ３）２

＝ｂ
２

ａ２λ１λ２
，

即ｂ２λ１λ２＝ａ２λ３λ４．又由引理１知Ａｓ必合同于Ｂｓ，从而必要性得证．

下证充分性．由于Ａｓ合同于Ｂｓ即
λ１ ０
０ λ［ ］

２

合同于
λ３ ０
０ λ［ ］

４

可分以下几种情况证明．

（ｉ）λ１λ３＞０，λ２λ４＞０，取Ｃ＝
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显然（ｉ）～（ｖ）中Ｃ均为可逆阵，从而充分性得证．
定理２　若Ａ，Ｂ为二阶非对称实矩阵，设

Ａω＝
０ ａ
－ａ［ ］０ ，　Ｂω＝

０ ｂ
－ｂ［ ］０ ，

则Ａ，Ｂ合同的充要条件为ＡｓＢｓ且ｂ２　Ａｓ ＝ａ２　Ｂｓ ．
证　 因为

０ ａ
－ａ［ ］０ ～

ｒ１ｒ２ －ａ ０
０［ ］ａ ～

ｃ１ｃ２ ０ －ａ
ａ［ ］０ ，

即
０ ａ
－ａ［ ］０ 正交合同于

０ －ａ
ａ［ ］０ ，故不妨设ａ＞０，ｂ＞０，又由于Ａｓ，Ｂｓ均为实对称阵，由引理２，引理４

知存在正交阵Ｐ，Ｑ满足

ＰＴＡＰ＝
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其中λ１，λ２，λ３，λ４ 分别为Ａｓ，Ｂｓ的特征值．由定理１知存在可逆阵Ｃ，使得

ＣＴ（ＰＴＡＰ）Ｃ＝ＱＴＢＱ，

由此得

（ＱＣＴＰＴ）Ａ（ＰＣＱＴ）＝Ｂ．
令Ｄ＝ＰＣＱＴ，则有ＤＴＡＤ＝Ｂ．而Ｄ显然可逆，所以Ａ合同于Ｂ．
下面以文［１］中的两个例子来说明本文判别法的实用性．

例１　 判断矩阵Ａ＝
１　４［ ］０　１
与Ｂ＝

１　６［ ］０　１
是否合同．

因为

Ａｓ＝
１　２［ ］２　１

，　Ａω＝
０　 ２［ ］－２　０

，　Ｂｓ＝
１　３［ ］３　１

，　Ａω＝
０　 ３［ ］－３　０

，

Ａｓ ＝－３， Ｂｓ ＝－８，ａ＝２，ｂ＝３，ｂ２　Ａｓ ＝－２７，ａ２　Ｂｓ ＝－３２，ｂ２　Ａｓ ≠ａ２　Ｂｓ ，所以Ａ与

Ｂ不合同．
此例也说明了即使ＡｓＢｓ，ＡωＢω，但Ａ，Ｂ却不一定合同．

例２　判断矩阵Ａ＝
１８　２［ ］２　 ２
与Ｂ＝

槡１０ ２＋ ２

槡

熿

燀

燄

燅２－ ２ ２
是否合同．

解　Ａｓ＝
１８　２［ ］２ ２

，　Ａω＝
０　 ２［ ］－２　０

，　ａ＝２，

　　Ｂｓ＝
１０　２［ ］２　 ２

，　Ｂω＝
槡０ ２

槡

熿

燀

燄

燅－ ２ ０
，　ｂ 槡＝ ２．

显然Ａｓ，Ｂｓ正定，所以Ａｓ，Ｂｓ合同．而ｂ２　Ａｓ ＝ａ２　Ｂｓ ＝６４，所以Ａ，Ｂ合同．

３　 结　　论

由以上例子可看出，本文关于两矩阵合同的判别方法，简单实用．但在二阶矩阵前提下才成立的引
理２是本文结论的关键．对于三阶及三阶以上的矩阵，很难建立类似的结论，在一些特定的条件下，可
以建立判别两矩阵合同的充分条件．文［１］就是在矩阵Ａｓ，Ｂｓ均正定的前提下，给出了Ａ，Ｂ合同的充分
条件．
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