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曲线积分的换元法

宁荣健，　彭凯军
（合肥工业大学 数学学院，合肥 ２３０００９）

　　［摘　要］给出了曲线积分的换元法，丰富了曲线积分的计算方法．
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１　问题的提出

在数学分析和高等数学课程的教学过程中，分别介绍了定积分的换元法和重积分的换元法，那么曲
线积分是否有换元呢？理论上说应该是可以肯定的，但是具体涉及到两类曲线积分，其换元法分别是什
么？下面我们来具体讨论．

２　主要结论

定理１（对弧长的平面曲线积分换元法）　设平面曲线Ｌ的方程为φ（ｘ，ｙ）＝０，变换

ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ），

ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ｛ ）

将ｕＯｖ平面上的平面曲线Ｌ′一对一地变为ｘＯｙ平面上的Ｌ ，其中φ（ｘ，ｙ）在Ｌ上具有一阶连续偏导
数，ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）在Ｌ′上具有一阶连续偏导数，且

（φ′１
２＋φ′２

２）Ｌ ≠０，　
（ｘ，ｙ）
（ｕ，ｖ）Ｌ′

≠０，

ｆ（ｘ，ｙ）在Ｌ上连续．则

∫Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫Ｌ′

ｆ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）） φ′１
２＋φ′２槡 ２

Ｊ－１
φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１

ｄｓｕｖ ，

其中ｄｓ＝ （ｄｘ）２＋（ｄｙ）槡 ２，　ｄｓｕｖ ＝ （ｄｕ）２＋（ｄｖ）槡 ２，　Ｊ＝

ｘ
ｕ

ｘ
ｖ

ｙ
ｕ

ｙ


烄

烆

烌

烎ｖ

．

证　由φ（ｘ，ｙ）＝０得φ′１ｄｘ＋φ′２ｄｙ＝０，故
ｄｘ
φ′２
＝ ｄｙ
－φ′１

＝ｋ，则
ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝ｋ

φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１
，两边单位化得



１
ｄｓ
ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝± １

φ′１
２＋φ′２槡 ２

φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１
，　即　

ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝± ｄｓ

φ′１
２＋φ′２槡 ２

φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１
．

由
ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ），

ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ｛ ）
得
ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝Ｊ

ｄｕ
ｄ（ ）ｖ ，进而有

ｄｕ
ｄ（ ）ｖ ＝Ｊ－１

ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝± ｄｓ

φ′１
２＋φ′２槡 ２

Ｊ－１
φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１
，两边求

模得ｄｓｕｖ ＝

Ｊ－１
φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１

φ′１
２＋φ′２槡 ２

ｄｓ，因此ｄｓ＝ φ′１
２＋φ′２槡 ２

Ｊ－１
φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１

ｄｓｕｖ ，故

∫Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫Ｌ′

ｆ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）） φ′１
２＋φ′２槡 ２

Ｊ－１
φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１

ｄｓｕｖ ．

例１　计算Ｉ＝∮Ｌ

１
５－４ｘｙ＋４ｙ槡 ２

ｄｓ，其中Ｌ为曲线ｘ２－４ｘｙ＋５ｙ２ ＝１．

解法一　将曲线Ｌ的方程转化为 （ｘ－２ｙ）２＋ｙ２ ＝１．令ｘ－２ｙ＝ｃｏｓｔ，ｙ＝ｓｉｎｔ，得Ｌ的参数方
程为

ｘ＝ｃｏｓｔ＋２ｓｉｎｔ，

ｙ＝ｓｉｎｔ｛ ， 　０≤ｔ≤２π，

故

Ｉ＝∫
２π

０

１
５－４（ｃｏｓｔ＋２ｓｉｎｔ）ｓｉｎｔ＋４ｓｉｎ２槡 ｔ

× （－ｓｉｎｔ＋２ｃｏｓｔ）２＋（ｃｏｓｔ）槡 ２　ｄｔ

＝∫
２π

０

１
１－４ｓｉｎｔｃｏｓｔ＋４ｃｏｓ２槡 ｔ

× １－４ｓｉｎｔｃｏｓｔ＋４ｃｏｓ２槡 ｔｄｔ＝∫
２π

０
ｄｔ＝２π．

解法二　Ｌ：（ｘ－２ｙ）２＋ｙ２ ＝１．令
ｕ＝ｘ－２ｙ，

ｖ＝ｙ｛ ，
则Ｊ－１ ＝

１ －２（ ）０　
２（ ）１ ．

令φ（ｘ，ｙ）＝ｘ
２－４ｘｙ＋５ｙ２－１，故φ′１ ＝２ｘ－４ｙ，φ′２ ＝－４ｘ＋１０ｙ，所以

φ′１
２＋φ′２槡 ２ ＝ （２ｘ－４ｙ）２＋（－４ｘ＋１０ｙ）槡 ２ ＝２　５ｘ２－２４ｘｙ＋２９ｙ槡 ２ ＝２　５－４ｘｙ＋４ｙ槡 ２ ，

Ｊ－１
φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１
＝

２φ′１＋φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１

＝
２ｙ

－２ｘ＋４（ ）ｙ ＝２　ｘ２－４ｘｙ＋５ｙ槡 ２ ＝２，

且Ｌ′：ｕ２＋ｖ２ ＝１，故利用定理１得

Ｉ＝∫Ｌ′
ｄｓｕｖ ＝Ｌ′的弧长 ＝２π．

推论１　在定理１中，如果Ｊ为正交矩阵，则

∫Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫Ｌ′

ｆ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ））ｄｓｕｖ ．

证　如果Ｊ为正交矩阵，则
ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝ Ｊ

ｄｕ
ｄ（ ）ｖ ＝

ｄｕ
ｄ（ ）ｖ ．得ｄｓ＝ｄｓｕｖ ．

或由 Ｊ－１
φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１
＝

φ′２
－φ′

烄

烆

烌

烎１
＝ φ′１

２＋φ′２槡 ２ ，也可得ｄｓ＝ｄｓｕｖ ，故得证．

例２　计算Ｉ＝∫Ｌ

１
１＋ｅｘ

ｄｓ，其中Ｌ为ｙ＝ｌｎｃｏｓｘ，－π４ ≤ｘ≤
π
４ ．

解　作正交变换ｕ＝－ｘ，ｖ＝ｙ，则ｘ＝－ｕ，ｙ＝ｖ，Ｊ＝
－１　０（ ）０ １

．故由定理１得

Ｉ＝∫Ｌ′

１
１＋ｅ－ｕ

ｄｓｕｖ ＝∫Ｌ′

ｅｕ

１＋ｅｕ
ｄｓｕｖ ＝∫（

Ｌ′
１－ １
１＋ｅ）ｕ ｄｓｕｖ ＝∫Ｌ′

ｄｓｕｖ－∫Ｌ′

１
１＋ｅｕ

ｄｓｕｖ ，
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其中Ｌ′为ｖ＝ｌｎｃｏｓｕ，－π４ ≤ｕ≤
π
４
，由对称性得∫Ｌ′

１
１＋ｅｕ

ｄｓｕｖ ＝∫Ｌ

１
１＋ｅｘ

ｄｓ＝Ｉ，所以

Ｉ＝ １２∫Ｌ′
ｄｓｕｖ ＝ １２Ｌ′

的弧长 ＝ １２∫
π
４

－π４
１＋（－ｔａｎｕ）槡 ２　ｄｕ

＝∫
π
４

０
ｓｅｃｕｄｕ＝ｌｎ（ｓｅｃｕ＋ｔａｎｕ）

π
４

０
＝ｌｎ（槡２＋１）．

与定理１相仿，有
定理２（对弧长的空间曲线积分换元法）　设空间曲线Γ的方程为

φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０，

ψ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０｛ ，
变换

ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ，ｗ），

ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ，ｗ），

ｚ＝ｚ（ｕ，ｖ，ｗ
烅
烄

烆 ）
将Ｏ－ｕｖｗ 空间中的曲线Γ′一对一地变为Ｏ－ｘｙｚ空间中的Γ，其中φ（ｘ，ｙ，ｚ），ψ（ｘ，ｙ，ｚ）在Γ上具有
一阶连续偏导数，ｘ（ｕ，ｖ，ｗ），ｙ（ｕ，ｖ，ｗ），ｚ（ｕ，ｖ，ｗ）在Γ′ 上具有一阶连续偏导数，记 Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）

＝ｇｒａｄφ（ｘ，ｙ，ｚ）×ｇｒａｄψ（ｘ，ｙ，ｚ），如果

Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）Γ ≠０，　
（ｘ，ｙ，ｚ）
（ｕ，ｖ，ｗ）Γ′

≠０，

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在Γ上连续．则

∫Γｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｓ＝∫Γ′ｆ（ｘ（ｕ，ｖ，ｗ），ｙ（ｕ，ｖ，ｗ），ｚ（ｕ，ｖ，ｗ））
Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）

Ｊ－１　Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ
ｄｓｕｖｗ ，

其中

ｄｓ＝ （ｄｘ）２＋（ｄｙ）２＋（ｄｚ）槡 ２，　ｄｓｕｖｗ ＝ （ｄｕ）２＋（ｄｖ）２＋（ｄｗ）槡 ２，　Ｊ＝

ｘ
ｕ

ｘ
ｖ

ｘ
ｗ

ｙ
ｕ

ｙ
ｖ

ｙ
ｗ

ｚ
ｕ

ｚ
ｖ

ｚ


烄

烆

烌

烎ｗ

．

推论２　在定理２中，如果Ｊ为正交矩阵，则

∫Γｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｓ＝∫Γ′ｆ（ｘ（ｕ，ｖ，ｗ），ｙ（ｕ，ｖ，ｗ），ｚ（ｕ，ｖ，ｗ））ｄｓｕｖｗ ．
下面给出对坐标的曲线积分换元法．
定理３（对坐标的平面曲线积分换元法）　设Ｌ为平面有向光滑曲线，起点为Ａ，终点为Ｂ．变换

ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ），

ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ｛ ）
将ｕＯｖ平面上的有向曲线Ｌ′和点Ａ′，Ｂ′一对一地变为ｘＯｙ平面上的Ｌ和点Ａ，Ｂ，且Ｌ′的起

点为Ａ′，终点为Ｂ′，其中ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）在Ｌ′上具有一阶连续偏导数，
（ｘ，ｙ）
（ｕ，ｖ）Ｌ′

≠０，Ｐ＝Ｐ（ｘ，ｙ），

Ｑ＝Ｑ（ｘ，ｙ）在Ｌ上连续，则

∫Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ＝∫（

Ｌ′
Ｐｘ
ｕ＋

Ｑｙ
 ）ｕ ｄｕ （＋ Ｐｘ

ｖ＋
Ｑｙ
 ）ｖ ｄｖ，

证　由
ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ），

ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ｛ ）
得
ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝

ｘ
ｕ

ｘ
ｖ

ｙ
ｕ

ｙ


烄

烆

烌

烎ｖ

ｄｕ
ｄ（ ）ｖ ，故

∫Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ＝∫Ｌ

（Ｐ，Ｑ）
ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝∫Ｌ′

（Ｐ，Ｑ）

ｘ
ｕ

ｘ
ｖ

ｙ
ｕ

ｙ


烄

烆

烌

烎ｖ

ｄｕ
ｄ（ ）ｖ
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＝∫（
Ｌ′
Ｐｘ
ｕ＋

Ｑｙ
 ）ｕ ｄｕ （＋ Ｐｘ

ｖ＋
Ｑｙ
 ）ｖ ｄｖ．

定理４（对坐标的空间曲线积分换元法）　设Γ为空间有向光滑曲线，起点为Ａ，终点为Ｂ．变换

ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ，ｗ），

ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ，ｗ），

ｚ＝ｚ（ｕ，ｖ，ｗ
烅
烄

烆 ）
将Ｏ－ｕｖｗ 空间中的有向曲线Γ′和点Ａ′，Ｂ′一对一地变为Ｏ－ｘｙｚ空间中的Γ和点Ａ，Ｂ，且Γ′的起点为

Ａ′，终点为Ｂ′，其中ｘ（ｕ，ｖ，ｗ），ｙ（ｕ，ｖ，ｗ），ｚ（ｕ，ｖ，ｗ）在Γ′上具有一阶连续偏导数，
（ｘ，ｙ，ｚ）
（ｕ，ｖ，ｗ）Γ′

≠０，

Ｐ＝Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｑ＝Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｒ＝Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）在Γ上连续，则

　∫ΓＰｄｘ＋Ｑｄｙ＋Ｒｄｚ
＝∫Γ（′ Ｐｘｕ＋Ｑｙｕ＋Ｒｚ ）ｕ ｄｕ （＋ Ｐｘ

ｖ＋
Ｑｙ
ｖ＋

Ｒｚ
 ）ｖ ｄｖ （＋ Ｐｘ

ｗ＋
Ｑｙ
ｗ＋

Ｒｚ
 ）ｗ ｄｗ．

注　在定理３中，如果Ｌ为有向封闭曲线，则在Ｌ上任取三点Ａ，Ｂ和Ｃ，将Ｌ分为三个有向线段

Ｌ１，Ｌ２和Ｌ３ ，其中Ｌ１的起点为Ａ，终点为Ｂ；Ｌ２的起点为Ｂ，终点为Ｃ，Ｌ３的起点为Ｃ，终点为Ａ．在
变换

ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ），

ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ｛ ）
下，Ｌ变为Ｌ′，Ａ，Ｂ，Ｃ分别变为Ａ′，Ｂ′，Ｃ′，Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 分别变为Ｌ′１，Ｌ′２，Ｌ′３ ，其中Ｌ′１的起点为Ａ′，终
点为Ｂ′；Ｌ′２ 的起点为Ｂ′，终点为Ｃ′，Ｌ′３ 的起点为Ｃ′，终点为Ａ′，并由此确定Ｌ′的方向．
在定理４中，如果Γ为有向封闭曲线，则可运用同样的方法确定Ｌ′的方向．

例３　计算Ｉ＝∮Γ（ｘ－ｙ）２ｄｘ＋（ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）ｄｙ＋（ｘ＋３ｙ－２ｚ）ｄｚ，其中Γ：
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１，

ｘ＋ｙ＋ｚ＝１｛ ，

若从ｚ轴正向向原点看去，Γ为逆时针方向．

解法一　设Σ：ｘ＋ｙ＋ｚ＝１，ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤１，并取上侧，则Σ ｛的单位法向量为 １
槡３
，１
槡３
，１
槡
｝
３
，故

ｃｏｓα＝ｃｏｓβ＝ｃｏｓγ＝
１
槡３
，由斯托克斯公式得

Ｉ＝
Σ

１
槡３

１
槡３

１
槡３


ｘ


ｙ


ｚ

（ｘ－ｙ）２ （ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ） ｘ＋３ｙ－２ｚ

ｄＳ＝ １
槡３Σ（２＋３ｘ－３ｚ）ｄＳ．

又Σ在ｘＯｙ平面上的投影区域为椭圆区域Ｄｘｙ：２ｘ２＋２ｙ２＋２ｘｙ－２ｘ－２ｙ≤０．作正交变换

ｕ＝ １
槡２
（ｘ＋ｙ），　ｖ＝ １

槡２
（ｘ－ｙ），

将Ｄｘｙ 变换为ｕＯｖ平面上的区域Ｄｕｖ：３ｕ２＋ｖ２　－ 槡２　２　ｕ≤０，
（
即
ｕ－槡２）３

２

２
９

＋ｖ
２

２
３

≤１．再作平移变换

ｓ＝ｕ－槡２３
，

ｔ＝ｖ
烅
烄

烆 ，
则Ｄｕｖ 变为Ｄｓｔ：ｓ

２

２
９

＋ｔ
２

２
３

≤１，所以

Ｉ＝ １
槡３Ｄｘｙ

（－１＋６ｘ＋３ｙ） １＋（－１）２＋（－１）槡 ２　ｄｘｄｙ＝
Ｄｘｙ

（－１＋６ｘ＋３ｙ）ｄｘｄｙ
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＝
Ｄ

（
ｕｖ

－１＋９２槡２ｕ＋
３
２槡２ ）ｖ　ｄｕｄｖ＝

Ｄ

（
ｕｖ

－１＋９２槡２ ）ｕ　ｄｕｄｖ

＝
Ｄ

［
ｓｔ

－１＋９２槡（２ｓ＋槡２）］３ ｄｓｄｔ＝
Ｄ

（
ｓｔ

２＋９２槡２ ）ｓ　ｄｓｄｔ＝２
Ｄｓｔ

ｄｓｄｔ

＝２Ｄｓｔ 的面积 ＝２×槡２９ ×槡２３π＝ ４９槡３π．
解法二　采用变换思想，利用定理４计算此积分．
由于空间曲线Γ位于平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝１上，因此通过变换将平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝１变换为Ｏ－ｕｖｗ 空

间中的平行于ｕＯｖ 坐标面的平面．因为ｘ＋ｙ＋ｚ＝１的法向量为 ｛１，１，１｝，由此构造正交向量组
｛１，－１，０｝，｛１，１，－２｝，｛１，１，１｝，再单位化后得

１
槡２
｛１，－１，０｝，　 １

槡６
｛１，１，－２｝，　 １

槡３
｛１，１，１｝．

故作正交变换

ｕ＝ １
槡２
（ｘ－ｙ），

ｖ＝ １
槡６
（ｘ＋ｙ－２ｚ），

ｗ＝ １
槡３
（ｘ＋ｙ＋ｚ

烅

烄

烆
）

　 或　

ｘ＝ １
槡２
ｕ＋１
槡６
ｖ＋１
槡３
ｗ，

ｙ＝－１
槡２
ｕ＋１
槡６
ｖ＋１
槡３
ｗ，

ｚ＝－２
槡６
ｖ＋１
槡３
ｗ

烅

烄

烆
．

变换后，Γ′：
ｕ２＋ｖ２＋ｗ２＝１，

ｗ＝１
槡３

烅
烄

烆
， 在Γ上取三个点Ａ（１，０，０），Ｂ（０，１，０）和Ｃ（０，０，１），则由题意知Γ的方向

为Ａ→Ｂ→Ｃ→Ａ．该变换将Ａ，Ｂ和Ｃ分别变为 （Ａ′ １
槡２
，１
槡６
，１
槡
）
３
， （Ｂ′ －１

槡２
，１
槡６
，１
槡
）
３
和 （Ｃ′０，－２

槡６
，１
槡
）
３
，

故利用注记所述方法可知，Γ′的方向为Ａ′→Ｂ′→Ｃ′→Ａ′．即若从ｗ轴正向向原点看去，Γ′为逆时针方

向．且Γ′在ｗ ＝ １
槡３
平面上所围区域为Ｄｕｖ：ｕ２＋ｖ２ ≤ ２３ ．

又

Γ：
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１，

ｘ＋ｙ＋ｚ＝１｛ ，

Ｐ＝ （ｘ－ｙ）２ ＝２ｕ２，　Ｑ＝ （ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）＝ ３２ｖ
２－１２ｕ

２，　Ｒ＝ｘ＋３ｙ－２ｚ＝ 槡２　６ｖ　－槡２　ｕ，

利用定理４和格林公式，并注意到ｗ＝ １
槡３
和二重积分的奇偶对称性性质，得

Ｉ＝∮Γ′ １槡２（Ｐ－Ｑ）ｄｕ＋
１
槡６
（Ｐ＋Ｑ－２Ｒ）ｄｖ＋１

槡３
（Ｐ＋Ｑ＋Ｒ）ｄｗ　　　

＝∮Γ′ １槡２（
５
２ｕ

２－３２ｖ
２）ｄｕ＋１

槡６
（３
２ｕ

２＋３２ｖ
２　＋ 槡２　２　ｕ－ 槡４　６ｖ）ｄｖ

＝
Ｄ

（
ｕｖ

３
槡６
ｕ＋３
槡２
ｖ＋２
槡
）
３
ｄｕｄｖ＝ ２

槡３Ｄｕｖｄｕｄｖ＝
２
槡３
×２３π＝

４
９槡３π．

３　小　　结

曲线积分的换元法进一步完善了曲线积分的理论，丰富了曲线积分的计算方法．尤其是当平面曲线
为二次曲线，且其方程不是标准型时，可通过变换将其转化为标准型后，运用定理１或定理３简化曲线
积分计算．当空间曲线为柱面（母线未必平行于坐标轴）、旋转曲面（对称轴未必平行于坐标轴）、二次曲
面（其方程未必为标准型）与平面（未必平行于坐标面）的交线时，可通过变换将其转化为平行于坐标面

６６ 大　学　数　学　　　　　　　　　　　　　　第３２卷



的平面曲线，且其方程为标准型后，运用定理２或定理４计算曲线积分．
需要指明的是，在运用对坐标的曲线积分换元法时，确定变换后曲线的方向是一件非常重要，也具

有一定难度的事情．
对于曲面积分的换元法，我们另有讨论．
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